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1 ストー クス動力学法と は

「 ストー クス動力学法」 (Stokesian Dynamics

method) が 意 味す る 内容は 、 人に よ り さ ま ざ ま で あ

る 。 そ こ で 、 私が こ こ で 紹介す る ストー クス動力学

法を 、「 粘性流体中に 分散した 粒子が 、 流体か ら 受け

る 力を 計算す る 第一 原理計算法」 と 定義 す る こ と か

ら は じ め る 。 こ の 定義 に 対して 、 Brady & Bossis1)

で 示さ れ た 手法や 、 あ る い は よ り 狭義 に 、 そ の 中の

近接相互作用の 導入に 対して 用い ら れ る 場合が しば

しば あ る 。 本稿で は 、 言葉の 本来の 意 味で あ り 、 そ

れ ゆ え に 「 分子動力学法」 や 「 ブ ラ ウ ン 動力学法」

と 同じ レ ベ ル の 術語と して 、 ストー クス動力学法を

定義 す る 。

以 下こ の 節で は 、 最初に ストー クス動力学法を 概

観 す る 。 次に 2 節で は 現在の 状況を 、 こ の 手法の 詳

細も 含 め て ま と め る 。 今後の 発展を 考え る 上で も 、

こ れ ま で の 歴史を ま と め て お く こ と は 意 義 が あ る と

考え 、 そ の 他の 手法も 交え 3 節で 紹介す る 。 最後に

4 節で 本稿を ま と め る 。
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1.1 粉体工学と ストー クス動力学法

粉体工学に と っ て 、 ストー クス動力学法は ど の よ

う な意 義 を も つ の だ ろ う か ? 私は 理学の 分野で 教育

を 受け 、 理学的な動機 か ら 工学的な対象で あ る 粉体

を 研究 して き た 。 こ の 経験を 通じ て い つ も 感 じ て き

た こ と に 、 机 上の 一 般論よ り も 現実的な現象論が 大

事で あ る と い う 工学的な姿勢が あ る 。 一 方で 、 粉体

工学も 成熟しつ つ あ る 今日、 理論や 数値計算に は よ

り 精密な予言が 、 実験に は よ り 精密な実証、 検証が

求 め ら れ る 。 こ う した 状況の 中、 粉体の 一 般論構築

と い う 目標も 現実的に なっ て き た と 感 じ る 。 ストー

クス動力学法は 、 こ の 目標に と っ て 重要な計算手法

で あ る 。

粉体の 記 述に は 、 大き く 分け て 粒子を 直接扱 う 立

場と 、 粒子を 一 つ の 連続体と して 扱 う 立場が あ る 。

ストー クス動力学法は 前者の 立場に た ち 、 粒子力学

の 中で も 特に 複雑で あ る 粒子間 の 流体力学的相互作

用を 、 正確 に 与え る こ と が で き る 計算手法で あ る 。

こ の 正確 な粒子力学の 存在に よ っ て 、 粒子力学か ら

連続体記 述を 導出す る と い う 一 般論構築が 、 (そ れ

は 今後さ ら に 長い 道の り を 要す る で あ ろ う が 、 ) 現

実的なも の に なる 。
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1.2 手法の 限界、 適用範囲

流体中に 分散す る 粒子は 、 ま わ り か ら さ ま ざ ま な

力を 受け なが ら 運 動方程式

mα dUα

dt
= F α

g + F α
c + F α

f + F α
e + F α

b + · · · (1)

に した が っ て 運 動す る 。 こ こ で mα は 粒子 α の 質

量、 Uα は 速度、 右 辺の F は 粒子が 受け る 力– 例え

ば 重力 Fg や 接触力 Fc 、 流体か ら 受け る 力 Ff 、 電

磁力 Fe 、 熱揺動力 Fb など 、 で あ る 。 こ れ ら 粒子

に 働く 力が 全て 分か れ ば 、 原理的に 粒子の 運 動は 全

て 予言す る こ と が 出来る 。 ストー クス動力学法は 、

こ の う ち 流体か ら 受け る 力 Ff を 、 粒子 Reynolds

数 Re = auρ/µ が 小さ い 極限 (Stokes 近似) で 計

算す る 手法で あ る 。 こ こ で a は 特徴的な長さ と し

て の 粒子半径、 µ は 流体の 粘性、 u は 特徴的な速度、

ρ は 流体の 密度で あ る 。

こ の Stokes 近似と い う 制限は 流体に 対す る も の

で 、 Navier-Stokes 方程式で 粘性項が 慣 性項よ り も

大き い 状況に 対応す る 。 した が っ て 適用範囲 は 、 粒

子サイ ズが 小さ い 場合、 流体の 粘性が 大き い 場合、

特徴的な速度 (流体と 粒子の 相対速度) が 小さ い 場

合に なる 。 こ の 条件が 満た さ れ る 限り 、 他に 制限は

ない 。 つ ま り 、 粒子の 慣 性が 効く 場合 (つ ま り (1)

式の 左辺が 無視で き ない 場合) や 、 熱揺動力が 効く

場合、 電磁力 Fe が 重要な場合に も 適用で き る 。

で は 逆 に 流体か ら 受け る 力 Ff が 無視で き る 状況

は 存在す る だ ろ う か ? ま ず 簡 単の た め 、 粒子慣 性が

無視で き る 場合を 考え る 。 以 下の 議 論か ら 分か る 通

り 、 Ff は 粒子の 速度に 比例す る 。 す る と 、 運 動方

程式は Ff 以 外の 合力と −Ff = −R · U の 釣合い

と なる 。 合力が 決定論的に 決ま れ ば 、 粒子の 速度 U

が こ の 釣合い か ら 決ま る 。 つ ま り 、 Ff は そ の 他の

合力と 常に 同じ オー ダー で あ り 、 無視で き ない 。 粒

子慣 性が 効く 場合は 、 先に 述べ た 慣 性の 無い 場合の

粒子速度が 終端速度と なる よ う な指数的に 緩 和す る

運 動と なる 。 つ ま り 慣 性が 極め て 大き く 、 運 動が 弾

道的な場合で 無い 限り 、 流体力学的相互作用は 無視

で き ない 。

1.3 具 体例

手法の 詳細に 入る 前に 、 も っ と も 単純な状況で 流

体力学的相互作用が 粒子の 運 動に ど う 表れ る か を

見て お こ う 。 簡 単の た め 、 粒子の 慣 性、 重力以 外の

力は ない と す る 。 こ の 状況で 3 つ の 粒子を 水平に

不等間 隔 に 、 粒子半径を 1 と して 横軸の −5 と 0

と 7 に 並べ て 離した 時、 そ の 後の 粒子の 運 動は 図

1 に 見る よ う に 予想以 上に 複雑で あ る 。 こ の 問題は
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図 1: 3 粒子の 落下時の 軌 跡

Ganatos et al.2) や Durlofsky & Brady3) ら が 計算

手法の デモ の 一 つ と して 計算した が 、 最近で は こ の

運 動自身を 議 論した 論文 4) も あ る 。 こ の よ う な運

動の 多様性は す べ て 流体力学的相互作用か ら 生じ た

も の で あ る 。

ストー クス動力学法の 概観 を 終え る 前に 、 こ こ で

議 論す る 計算手法が 、 単に 粒子運 動の ダイ ナミ クス

を 計算す る だ け の も の で は ない こ と を コメ ン トして

お く 。 ストー クス動力学法は 実際に 分散系の ミ クロ

な問題を 解い て お り 、 原理的に は 、 こ の 得ら れ た 詳

細な情報か ら あ ら ゆ る マ クロ な物理量を 引 き 出す こ

と が 出来る 5)。 例え ば 、 沈降速度 6)、 有効粘性率

7,8)、 拡散係数 9,10) など が 実際に 計算さ れ て い る 。
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2 最新の ストー クス動力学法

ま ず 最初に 、 ストー クス動力学法の 理論的な基 礎

と 、 そ の 最新の 状況を 概観 しよ う 。 歴史的な背景と

そ の 他の 手法に つ い て は 3 節で 述べ る 。

2.1 Stokes 方程式の 境界値問題

Stokes 近似下で は 、 非圧 縮流体は Stokes 方程式

に した が う 。

∇ · u = 0 (2)

0 = −∇p + µ∇2u (3)

こ こ で u は 流体の 速度、 p は 圧 力で あ る 。 Navier-

Stokes 方程式と 異 なり 、 Stokes 方程式は 線形偏微

分方程式で 、 ポ テン シャ ル 理論を 用い て 境界値問

題を 解く こ と が で き る 。 こ れ ま で 多く の (そ して 本

質的に 等価な)解法が 示さ れ て き た が 、 こ こ で は 直

観 的に 考え や す い 実空間 で の 多重極展開 11) に 沿 っ

て 、 剛体球 形粒子に 対す る 相互作用の 計算を 概説

す る 。

剛体粒子が 引 き お こ す 速度場は 、 以 下の よ う に 粒

子表面の 積分方程式で 書け る 。 12)

u(x)−u∞(x) = −
1

8πµ

∑

α

∫

Sα

dS(y) J(x−y)·f(y)

(4)

こ こ で u∞ は 粒子が 無い 状況で 系に 与え ら れ る 流

体の 流れ 、 J は Stokes 方程式の Green 関 数で あ る

Oseen テン ソル で あ る 。

J(r) =
1

r

(

I +
rr

r2

)

(5)

ま た f は 粒子表面 y で の 力密度で あ る 。 以 下、 簡

単の た め u∞ = 0 と す る 。

Stokes 近似で は 、 境界条件は 速度か 力密度で 指

定さ れ る 。 粒子表面の 力密度を 指定して 速度を 求 め

る 問題を 易 動問題、 逆 に 粒子表面の 速度を 指定し

て 力密度を 求 め る 問題を 抵抗問題と 呼ぶ 。 前者は

粒子 α の 表面 y に 対す る 境界条件

u(y) = Uα + Ω
α × (y − xα) (6)

を 満た す 解を 、 後者は

F α = −

∫

Sα

dS(y) f(y) (7)

T α = −

∫

Sα

dS(y) f(y) × (y − xα) (8)

を 満た す 解を 求 め る 問題で あ る 。 こ こ で xα は 粒子

α の 中心、 Uα と Ω
α は そ れ ぞ れ 粒子 α の 並進と

回転速度、 F α と T α は 粒子 α に 働く 力と トル ク

で あ る 。

こ れ ら の 境界値問題を 数値的に 解く た め に 、 (4)

式の 表面積分を 直接扱 う 代わ り に 、 速度モ ー メ ン ト

と 力モ ー メ ン トを 導入す る 。

U
(n)

i,l···(α) =
1

4πa2

∫

Sα

dS(y) (y − xα)
n

l··· ui(y)

(9)

F
(m)
j,k···(β) = −

∫

Sβ

dS(y)
(

y − xβ
)m

k···
fj(y)

(10)

こ こ で 下付き の 添字は そ れ ぞ れ の テン ソル の 座標指

数 (x, y, z) を 、 l · · · と k · · · は そ れ ぞ れ n 個と m

個の 指数の 並び を 表す 。 こ の U と F は 次の 線形

方程式で 関 係付け ら れ る 。

U = M · F (11)

こ こ で U と F は 系に 含 ま れ る 全粒子の 速度モ ー

メ ン トと 力モ ー メ ン トを 要素に 持つ ベ クトル で 、M

は そ れ ら を 関 連付け る テン ソル で あ る 。 こ れ を 得る

た め に は 、 ま ず (4) 式の 右 辺の 被積分関 数を 粒子の

中心に 関 して Taylor 展開す る 。

ui(x) =
∑

α

∞
∑

m=0

J
(m)
ij,k···(x − xα)F

(m)
j,k··· (12)

こ こ で J は 次の よ う に 定義 さ れ る Oseen テン ソ

ル の 微分係数で あ る 。

J
(m)
ij,k···(r) =

1

8πµ

1

m!
[(−∇)

m

k··· Jij ] (r) (13)

こ の 速度場 u を 速度モ ー メ ン トの 定義 式 (9) に 代

入す る こ と で 、 例え ば 、 U
(n)

i,l···(α) と F
(m)
j,k···(β) を 関

連付け る テン ソル 要素が 、 次に よ う に 与え ら れ る こ

と が 分か る 。

M
(n,m)
i,l··· ;j,k···(α;β) =

1

4πa2

∫

Sα

dS(y) (y − xα)
n

l···

J
(m)
ij,k···(y − xβ) (14)

こ の 線形方程式 (11) は 特異 で あ る 。 そ の 理由は 、

両辺の ベ クトル U と F が 、 例え ば 次の よ う に 要

素間 に 依 存関 係を 持つ た め で あ る 。

F
(1)
i,xy = F

(1)
i,yx (15)
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こ の 依 存関 係は 、 以 下の よ う に 縮約す る こ と が で

き る 。

Û = P · U , U = Q · Û (16)

こ こ で Û は 独立な要素だ け か ら なる 既 約テン ソル

で あ る 。 ま た 変換 行列 P と Q は 既 知で あ る 。 し

た が っ て (11) 式の 既 約な表現は 以 下の よ う に なる 。

Û = M̂ · F̂ (17)

こ こ で M̂ は 次の よ う に 書け る 。

M̂ = P · M · Q (18)

2.2 計算精度

計算精度を 議 論す る た め に 、 (17) 式の ベ クトル

を モ ー メ ン トの 次数で そ ろ え て 、 次の よ う に 書き 換

え る 。

[

Û low

Û high

]

=

[

M̂ ll M̂ lh

M̂ hl M̂ hh

]

·

[

F̂ low

F̂high

]

(19)

こ こ で Û low と F̂ low は 剛体粒子の 自由度に 対応

す る モ ー メ ン トの 低次部分で 、 ぞ れ ぞ れ U , Ω と

F , T の 線形結合で あ る 。 Û high と F̂high は 残り

の 高次部分で あ る 。 剛体粒子の 場合、 そ の 性質か ら

Û high = 0 で あ る 。 した が っ て (19) 式は 、 さ ら に

縮約さ れ た 低次の モ ー メ ン トの みの 形で 書け る 。

Û low = M̂ ∗ · F̂ low (20)

こ こ で M̂ ∗ は 次の よ う に なる 。

M̂ ∗ = M̂ ll − M̂ lh ·
(

M̂ hh
)−1

· M̂ hl (21)

現実の 計算で は (12) 式の 展開を 有限の 次数 p で 打

ち 切る 。 つ ま り (11) 式や (17) 式に 含 ま れ る モ ー

メ ン トの 次数も 有限で あ る 。 こ の 打ち 切り 次数を 上

げ れ ば 、 得ら れ る 結果の 精度も 良く なる 。 図 2 に 2

体の 抵抗問題の 誤差を 、 粒子間 隔 に 対して 示した 。

打ち 切り 次数 p を 1 か ら 7 ま で 変化さ せ る と 、 誤

差は 小さ く なる 。 こ の 打ち 切り 誤差は 次の よ う に

理解で き る 。 r を 考え て い る 粒子間 隔 と す る 。 p 次

の 打ち 切り の 最大誤差は 、 よ り 高次で の (正確 な)

問題に 対す る M̂ lh ·
(

M̂ hh
)−1

· M̂ hl に 存在す る

F̂ (p+1) か ら の 寄 与で あ る 。 r0 と い う スケー リ ン グ
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図 2: 2 体の 抵抗問題に お け る 誤差

を 持つ 自己部分は 、 M̂ hh (と 、 した が っ て そ の 逆 )

に の み存在す る の で 、 F̂ (p+1) に 関 す る 最大誤差は

r−(p+2) と スケー ル さ れ る M̂ lh と M̂ hl の 最低次

か ら 生じ る 。 した が っ て 誤差は r−2(p+2) で スケー

ル さ れ る 。

以 上の 方法に よ り 、 (20) 式を 適切な境界条件で 解

く こ と で 、 無限流体中の 有限粒子系に 対す る 流体力

学的相互作用を 、 要求 さ れ た 精度で 計算す る こ と が

可能と なっ た 。 こ れ は 、 も と も と の ストー クス動力

学法 3) の 多重極展開を 、 1 次の モ ー メ ン ト (つ ま り

力、 トル ク、 ストレ スレ ット) か ら 任意 の 次数 p に

拡張した こ と に なっ て い る 。

こ の 計算手法を 周期 境界条件に 応用す る に は 、 相

互作用の 長距離性か ら Ewald 和の 方法を 用い る 必

要が あ る 。 しか しこ の 変更は 、 非周期 境界の 場合の

式の Oseen テン ソル を Ewald 和を と っ た 周期 境界

条件下で の Stokes 方程式の Green 関 数 13,14) に

置き 換 え る こ と で 、 形式的に 行う こ と が で き る 。 無

限流体中の 分散系で は 粒子は 拡散して い く が 、 周期

境界条件を 用い る と 粒子濃度が 操作パ ラ メ ー タと な

り 、 例え ば 図 3 の よ う な粒子濃度の 高い 系の 振る 舞

い が 計算で き る 。 こ れ は 周期 境界条件で の 自由沈降

の シミ ュ レ ー ショ ン 結果で 、 時間 は 上段左か ら 右 、

下段の 左か ら 右 へ 進む 。 こ の 計算で は 粒子の 慣 性の

効果が 入っ て い る 。



[こ れ は 粉体工学会誌 2003年 8月号掲載予定 連載講座「 計算粉体工学 基 礎編」 の 原稿で す ]

図 3: 縦長の 周期 セル を 用い た 粒子の 自由

沈降の シミ ュ レ ー ショ ン

2.3 高速化

こ の よ う に 、 現在ストー クス動力学法は 必要で あ

れ ば 高精度の 結果を 得る こ と が で き る 。 しか し正確

な結果が 得ら れ る と して も 、 計算に 必要な時間 が 長

す ぎ て は 使い も の に なら ない 。 現在最も 重要な課題

は 、 計算速度を い か に 上げ る か で あ る 。

こ こ で は 、 こ の 課題に 対す る 最近の 研究 で あ る 逐

次法、 高速多重極法、 P3M 法の 応用を 順に 紹介し

て い こ う 。

2.3.1 逐次法

こ こ ま で 見て き た よ う に 、 ストー クス動力学法の

計算は 線形方程式 (17) を 、 考え て い る 境界条件に

対して 解く こ と で あ る 。 つ ま り 、 易 動問題で は (21)

式を 計算す る こ と で あ り 、 抵抗問題で は (17) 式を

反転さ せ る こ と で あ る 。 こ の 線形代数方程式の 解法

に 直接法を 用い る と 、 粒子数 N に 対して O(N3)

の 計算コストが か か る 。 従来よ り 、 こ こ が こ の 計算

手法の ボ トル ネックで あ っ た 。 ストー クス動力学法

の 場合、 線形方程式の 係数行列は 密で あ り 、 有限要

素法など の よ う な疎行列が 表れ る 問題に 比べ て そ の

恩恵は 少ない が 、 逐次法を 用い る こ と で 少なく と も

O(N2) の コストま で 下げ る こ と が 出来る 。 15)

逐次法は 、 既 知ベ クトル b と 係数行列 A か ら な

る 次の よ う な線形方程式

A · x = b (22)

に 対して 、 A と 予想ベ クトル x′ の 積の 計算を 繰り

返す こ と で 、 解 x を 求 め る 方法で あ る 。 収束ま で

の 逐次回数が 一 定で あ れ ば 、 全体の 計算コストは

A · x′ の 計算コストで スケー ル さ れ る 。 ストー クス

動力学法に 応用す る 場合は 、 (21) 式の よ う な行列の

操作を 避け 、 全て の 操作を (17) 式で 構成す る 必要

が あ る 。

抵抗問題で は 、 直接 (17) 式自身を Û が 既 知ベ ク

トル 、 M̂ が 係数行列と して 逐次法に か け れ ば 、 未知

な量 F̂ を 求 め る こ と が で き る 。 一 方、 易 動問題を

具 体的に 考え る と 、 既 知な量は F̂ low と Û high = 0

で 、 未知な量は Û low と F̂high で あ る 。 こ の 問題

を 、 既 知ベ クトル

b = M̂ ·

[

F̂ low

0

]

(23)

と 、 行列と ベ クトル の 積

A · x =

[

Û low

0

]

− M̂ ·

[

0

F̂high

]

(24)

で 構成した 逐次法を 使え ば 、 逆 行列を 直接計算す る

こ と を 避け る こ と が で き る 。 こ の 時の ボ トル ネッ

クは 、 抵抗問題の 時と 同様、 速度モ ー メ ン トの 計算

(17) で あ る 。

2.3.2 高速多重極法

(17) 式の 実際の 計算で は 、 速度モ ー メ ン トを 直接

計算す る 代わ り に 、 ま ず 速度場の 微分係数

V
(n)

i,k···(x) =
1

n!
[∇n

k···ui] (x) (25)

を 計算し、 こ れ を U に 変換 して い る 。 した が っ て 、

あ る 力モ ー メ ン ト F ′ が 与え ら れ た と き の 速度場

の 微分係数 V の 計算が こ こ で の ボ トル ネックで あ

る 。 こ れ は 各粒子に 対して 粒子和を 含 む 計算で 、 通

常 O(N2) の コストを 要す る 。 こ の 計算に 、 高速多

重極法を 用い る と 、 最大 O(N) ま で 高速化す る こ

と が で き る 。

高速多重極法は 最初 Laplace 問題に 対して 定式

化さ れ た 。 16,17) ストー クス動力学法へ の 応用は 、

Mo & Sangani18) に よ る 周期 境界条件で の 定式化

に 対して 応用さ れ た 。 19) こ こ で は 先に 紹介した 実

空間 で の 多重極展開に よ る 定式化に 対す る 応用 11)

を ま と め る 。

(1) 計算手順 高速多重極法は 2.1 節で 紹介した 通

常の 多重極展開の 拡張と して 考え ら れ る 。 (12) 式
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で は 粒子表面に 分布した 力密度を 粒子の 中心で の 展

開した 。 こ こ で は あ る 領域 C に 分布す る 粒子群 β

の 力モ ー メ ン トを 領域 の 中心 xC で 展開す る 。

ui(x) =
∑

β∈C

∞
∑

m=0

J
(m)
ij,k···(x − xβ)F

(m)
j,k···(β)(26)

=

∞
∑

m=0

J
(m)
ij,k···(x − xC)F

(m)
j,k···(C) (27)

こ こ で 粒子群 C の 力モ ー メ ン ト F (C) は 各粒子の

力モ ー メ ン ト F (β) か ら 代数的に 計算す る こ と が

で き る 。

F (C) =
∑

β∈C

SF (xC ,xβ) · F (β) (28)

SF は モ ー メ ン トの 原点を 移 動す る 演 算に 対応した

行列で 、 ベ クトル の 二項定理か ら 書き 下す こ と が で

き る 。 こ の モ ー メ ン トの シフ ト (28) は 任意 の 集団

に 適用で き る 。 した が っ て 考え て い る 領域 に 階層的

なセル 構造を 導入す る こ と で 、 大き なセル の モ ー メ

ン トを よ り 小さ なモ ー メ ン トか ら 順次計算す る こ

と が で き る 。 こ の 方法は ツリ ー 法 (tree-code) と 呼

ば れ る 手法で 用い ら れ 、 O(N log N) の コストで N

体問題を 計算で き る 。

高速多重極法は 、 こ の グル ー ピ ン グを 速度場の 計

算に も 適用す る 。 つ ま り Taylor 展開を 使っ て 、 あ

る 領域 D の 中の 速度場 u(x) を 、 そ の 領域 の 中心

xD の 速度場お よ び そ の 微分係数 V (xD) か ら 計算

す る 。

ui(x) =

∞
∑

n=0

(

x − xD
)n

k···
V

(n)
i,k···(x

D) (29)

こ の 展開さ れ た 速度場は 単純な巾級 数で 、 そ の 微分

係数は 簡 単に 計算で き る 。 つ ま り 、 速度の 微分係数

V の 変換 が 以 下の よ う に 構成で き る 。

V (x) = SV (x,xD) · V (xD) (30)

(28) 式と 同様に 、 こ の 微分係数の 変換 を 使っ て 、 階

層的なセル 構造に 対して 、 大き なセル か ら 小さ なセ

ル へ 順次計算して い く こ と が 可能で あ る 。

簡 単の た め 固定さ れ た (non-adaptive) セル 構造

で の 高速多重極法の 計算手順を 見て い こ う 。 こ の 固

定さ れ た セル 構造と は 、 ま ず 全粒子を 含 む 領域 を 一

つ の セル と す る 。 こ の 階層を 最上の 0 と す る 。 次

の 階層の セル は こ の セル を (3 次元の 場合) 8 分割

す る 。 こ の 分割 を 階層 lm ま で 行う 。 こ の 末端の セ

ル の 数は 8lm 個に なる 。

力モ ー メ ン トか ら 速度の 微分係数を 計算す る 最初

の ステップ は 、 与え ら れ た 粒子の 力モ ー メ ン トを

(28) 式を 使っ て 末端の セル に ま と め る 計算で あ る 。

同様に 下位 の セル を ま と め て 順次上位 の セル の 力

モ ー メ ン トを 計算す る 。 こ こ ま で の 過程を 、 通常上

向パ ス (upward pass) と 呼ぶ 。 こ の 時点で 、 全て

の セル に 対す る そ れ ぞ れ の 力モ ー メ ン トが 計算さ れ

た 。 こ の 力モ ー メ ン トを 使っ て 、 そ れ ら が 作る 速度

場お よ び そ の 微分係数を (27) お よ び そ の 微分か ら

計算す る 。 た だ しこ の 時、 場を 計算す る 場所 x が 、

考え て い る セル の 場所 xC か ら 十分に 遠い よ う に

注意 す る 。 あ る セル に と っ て 十分遠く の セル か ら の

寄 与が 求 ま っ た 後、 (30) 式を 使っ て そ の 下の 階層

の セル の 場を 計算す る 。 こ こ で 、 上の セル に は 含 ま

れ て い ない が 下の セル か ら は 十分に 離れ て い る セル

か ら の 寄 与を 、 先と 同様に 加え る 。 こ の 操作を 末端

の セル ま で 行う 。 こ の 過程は 下向パ ス (downward

pass) と 呼ば れ る 。 最後に 粒子の 速度場を 、 末端セ

ル の 速度場と 末端セル の 近傍の セル に 含 ま れ る 粒子

か ら の 寄 与を 合わ せ て 計算す る 。

(2) 計算コスト こ の プ ロ セスの 計算コストは 、 粒

子と 末端セル の 力モ ー メ ン トの 変換 が O(N) 、 最

後の 微分係数の 変換 が O(NnL) 、 上向パ スと 下向

パ スで の セル 間 の や り と り が O(nC) と なる 。 こ こ

で nL は 1 つ の 末端セル に 含 ま れ る 粒子数、 nC は

セル 構造全体の セル 数で あ る 。 今の 場合、 nC は 次

の よ う に 与え ら れ る 。

nC =

lm
∑

l=0

8l (31)

nL は 、 粒子の 配置が 基 本セル の 中で 一 様で あ る こ

と を 仮定して 以 下の よ う に なる 。

nL =
N

8lm
(32)

こ こ で lm を
lm ∝ log N (33)
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と と る こ と で nC は O(N) 、 nL は O(1) と なり 、

力モ ー メ ン ト F か ら 全て の 粒子に 対す る 速度の 微

分係数 V を O(N) の コストで 計算で き る 。

高速多重極法を 用い た 非周期 境界条件で の 計算時

間 を 図 4 に 、 周期 境界条件で の 計算時間 を 図 5 に

示す 。 こ れ ら の 計算は 一 回の 逐次計算に 対す る も の

で あ り 、 周期 系は Ewald 和の 実空間 部分の みで あ

る 。 非周期 系で は 固定さ れ た セル 構造を 、 周期 系で

は 適応型の セル 構造を 用い た 。 R/r は 次に 議 論す

る よ う に 精度を 決め る パ ラ メ ター で 、 大き い 程精度

が よ い が 、 計算時間 は 大き く なる 。
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図 5: 周期 境界条件で の 実空間 部分の 計算時間

(3) 精度 (12) 式の 粒子表面の 力密度の 中心で の

展開と 、 (27) 式の 高速多重極法で の 粒子の 力密度

の グル ー プ 中心で の 展開は 、 原理的に 独立で あ る 。

先に 見た と お り 、 前者の p 次の 打ち 切り 誤差は

O(r−2(p+2)) で あ る 。 こ れ は 粒子間 距離 r が 大き い

ほ ど 精度が 良く 、 最大誤差は 最小間 隔 の 粒子対に 対

して 起 こ る こ と を 意 味す る 。

一 般に 多重極展開の 誤差は 打ち 切り 次数と 長さ の

比 r/R で 特徴付け ら れ る 。 こ こ で r は 源と 展開点

の 距離 (式 (27) の 場合 |xβ −xC |) 、 R は 展開点と

観 測点の 距離 (式 (27) の 場合 |x−xC |) で あ る 。 高

速多重極法で は 、 こ の 比が 一 定と なる よ う に 計算す

る 。 した が っ て 高速多重極法の 打ち 切り 誤差は 粒子

間 隔 、 つ ま り 粒子の 配置に 独立で あ る 。 こ の スキー

ム の 経験的な誤差を 2 体問題で 検証して みる と 、 実

際に 粒子間 隔 の 小さ い と こ ろ で は 前者の 誤差が 支配

的で あ る が 、 大き く なる と 高速多重極法の 誤差が 支

配的に なる こ と が 分か る 。

2.3.3 P3M 法

こ こ ま で 見て き た 高速多重極法は 、 周期 境界条件

の 有無に か か わ ら ず 応用で き る 。 こ れ は こ の 定式化

が も と も と の ストー クス動力学法の 自然な拡張に

なっ て い る か ら で あ る 。 一 方、 周期 境界条件に 特化

した 、 も う 一 つ の 高速化の ア プ ロ ー チを こ こ で 紹介

す る 。

Ewald 和の 方法で は 、 長距離相互作用を 二つ の

部分に 分離して 計算す る 。 そ の 際、 一 方は 速く 減衰

す る 単距離な相互作用に なる よ う に と る 。 残り の 寄

与は 必然的に 長距離的な相互作用と なる が 、 フ ー リ

エ変換 す る こ と で 、 波数空間 で は 速く 減衰す る 形に

なっ て い る 。 こ の 結果、 二つ の 有限和と して 相互作

用を 計算す る こ と が 可能と なる 。 実空間 と 波数空間

の 格 子和の 配分は 、 最初の 分離に 依 存す る 。 こ の 分

離パ ラ メ ー タは 任意 で あ り 、 通常は 両者が 同程度に

なる よ う に と る こ と で 、 全体の 計算量が 極小に な

る 。 こ こ で 、 こ の パ ラ メ ー タを 波数空間 が 多く なる

よ う に 選び 、 波数空間 の 格 子和を 集中的に 高速化す

る ア プ ロ ー チが 「 加速化ストー クス動力学法」 20)

で あ る 。 こ れ は 、 も と も と 重力系の 計算法と して 開

発さ れ た P3M 法 (particle-particle particle-mesh

method)21) を ストー クス動力学に 応用した も の で 、

波数空間 の 格 子和を 高速フ ー リ エ変換 を 用い て 計算

す る こ と で 、 全体と して O(N log N) の 計算コスト

で N 体問題を 解く 方法で あ る 。
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こ の 手法を 2.3.2 節で 紹介した 高速多重極法と 比

べ た 場合、 非周期 境界条件に 適用で き ない と い う 短

所が あ る 。 しか し、 周期 境界条件で は 先の 高速多重

極法の 実装に 比べ オー バ ー ヘ ッドが 小さ く 、 高速で

あ る 。 マ シン の 違い が あ る の で 単純な比較 は で き な

い が 、 論文 20) の 図 4 を 見る と 2000 粒子の 系の 計

算が 10 秒足ら ず で で き る よ う で あ る 。

3 ストー クス動力学法の 歴史

3.1 ストー クス動力学法以 前

こ こ で 、 簡 単に ストー クス動力学法の 発展を ま

と め て お く 。 ま ず 計算手法の 文脈で 歴史を 見て い

こ う 。

3.1.1 分子動力学、 ブ ラ ウ ン 動力学

多粒子系の 挙動を 考え る た め に 、 粒子の 運 動方程

式を 直接解く の が 分子動力学で あ る 。 こ こ で の 粒子

は 文字通り 分子で あ る 。 分子は 真空中を あ る 速度で

飛ん で い る 。 分子は 衝突す る だ け で 相互作用を 持た

ない と した 計算手法が Alder & Wainwright22) に

よ っ て 定式化さ れ た 。

分子動力学の 考え を ブ ラ ウ ン 粒子に 応用した 手法

が ブ ラ ウ ン 動力学で あ る 。 ブ ラ ウ ン 粒子と 、 そ れ を

取り 囲 む 分散媒質を 構成す る 分子の 運 動を す べ て

解く 代わ り に 、 媒質は 連続体で あ る と す る 。 粒子は

そ の 媒質か ら 熱揺動力と 粘性抵抗を 受け る 。 こ の 熱

揺動力は 、 揺動散逸 関 係を 満た す よ う に 粘性抵抗か

ら 決め ら れ る 。 こ の 粘性抵抗に 多体効果が 入っ て 来

る 。 Ermak & McCammon23) は こ の 粘性抵抗を 、

点源の 重ね 合わ せ で 近似した 。 しか しこ の 手法に

は 、 粒子濃度が 大き く なる と 数値的に 不安 定に なる

と い う 問題が あ っ た 。

3.1.2 重ね 合わ せ の 試行錯誤

こ の 問題を 解決す る た め に 、 さ ま ざ ま なア ド-

ホ ックな方法が 試さ れ た 。 そ の 中で 、 Brady &

Bossis24,25) は 「 ど う す れ ば こ の 粘性抵抗を 2 体

相互作用の 重ね 合わ せ で う ま く 表現で き る か 」 を 模

索した 。 Stokes 問題の 線形性か ら 選択肢は 必然的

に 易 動問題、 つ ま り 速度の 重ね 合わ せ で 表現す る

か 、 あ る い は 抵抗問題、 つ ま り 力の 重ね 合わ せ で 表

現す る か の い ず れ か で あ っ た 。 経験的に 、 特に 高濃

度で 、 易 動行列の 重ね 合わ せ (点源の 重ね 合わ せ と

同じ ) の 代わ り に 抵抗行列の 重ね 合わ せ を す る こ と

で 精度が 上が る こ と が 分か っ て 来た 。 こ の 試行錯誤

の 結果生ま れ た の が 、 近接効果の 自己無矛盾な導入

を は じ め て 行っ た 、 も と も と の ストー クス動力学法

1) で あ っ た 。

ち なみに 、 先の ブ ラ ウ ン 動力学の 不安 定性は 、 点

源の 重ね 合わ せ で は なく 、 Durlofsky & Brady3) の

遠方効果よ う に (つ ま り 2.1 節で 示した 多重極展開

の よ う に ) 粒子の 有限サイ ズを 適切に 導入す る こ と

で 解決す る 。

ストー クス動力学法は は じ め 無限流体中の 有限粒

子系に 対して 定式化さ れ 、 3) そ の 後 Beenakker13)

の Ewald 和を と っ た Oseen テン ソル を 用い て 周期

境界に 拡張さ れ た 。 14)

3.1.3 近接相互作用の 補正

2.1 節で 示した 粒子中心で の 多重極展開は 、 2.2

節の 誤差評価か ら も 分か る よ う に 、 粒子間 距離が 小

さ い 時に 解の 精度が 悪 く なる 。 も と も と の ストー ク

ス動力学法 1) で は 、 こ の 問題を 解決す る 方法と し

て 、 近接相互作用の 補正を 行っ た 。

基 本と なる 多重極展開に よ り 構成さ れ る 易 動行

列M∞ を ま ず 構成す る 。 こ れ は 1 次の モ ー メ ン ト

で 打ち 切っ た 近似解が 使わ れ た 。 2体問題の 厳密解
26) か ら 、 M∞ に 含 ま れ ない 近接効果を 抜き 出す 。

L2B = R2B − (M∞

2B)
−1

(34)

こ れ は 2 体問題で 自己無矛盾と なる よ う に 定義 し

た 、 と 解釈で き る 。 こ の 補正を 系の す べ て の 対に 重

ね 合わ せ て L を 構成し、 抵抗行列を 以 下の よ う に

近似した 。

R ≈ (M∞)
−1

+ L (35)

こ の 巧妙な近接効果の 導入に よ り 、 そ れ ま で 全く 不

可能で あ っ た 高濃度の 系に 対して 、 現実的で 、 数値

的に 安 定な計算が 可能と なっ た 。

こ の 方法は 低次の 多重極展開の 計算コストで よ り

高精度の 結果を 与え る が 、 しか しそ の 解の 精度の 定

量的な評価が 不明で 、 そ の 正当性が 確 立して い な

い 。 こ の 意 味で 、 一 種の 現象論と 言え る 。 ま た 、 あ

る 状況で は こ の 補正が 厳密な値か ら 定量的に ず れ て
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い る こ と も 報告さ れ て い る 27) た め 、 注意 が 必要だ 。

こ こ で 紹介した 近接効果の 補正の 方法と は 別の 方

法が Sangani-Mo28) に よ り 与え ら れ て い る 。 そ こ

で は 近接効果を 、 粒子の す き 間 の 中央で の 力モ ー メ

ン トの 展開で 表現して い る 。 残念なが ら 、 両者の 対

応関 係や 、 こ の 方法で 先の 問題が 解決さ れ て い る か

ど う か は 不明で あ る 。

3.2 流体力学的相互作用の 歴史

次に 、 流体力学の 文脈で Stokes 近似下の 粒子間

相互作用の 歴史を ま と め る 。

3.2.1 Lamb の 一 般解

Lamb の 教科書 29) に 紹介さ れ て い る 調和関 数に

よ る Stokes 近似の 一 般解は 、 計算機 が 発達す る 以

前の 重要な手法で あ る 。 2 粒子の 厳密解 26) は 、 こ

の 一 般解を 用い て 求 め ら れ て い る 。 ま た 境界選点

法 (boundary collocation method) と 呼ば れ る 数

値手法は 、 Lamb の 一 般解を 各粒子に 対して 重ね 合

わ せ 、 そ の 係数を 境界条件を 直接数値的に 解く こ と

で 求 め る 手法で あ る 。

3.2.2 多重極展開

ストー クス動力学法の 計算は 、 線形偏微分方程

式の 境界値問題を 解く こ と と 等価で あ る 。 剛体粒

子の 場合、 積分方程式表現は さ ら に 単純に なり 、 速

度場は 粘性ストレ スの 粒子表面で の 積分で 書け る 。

こ の 表面積分を 粒子中心で 展開す る 多重極展開は 、

singularity 法と 呼ば れ 、 19 世紀 末の Lorentz に ま

で 遡る こ と が で き る そ う だ 。 30) も と も と の ストー

クス動力学法 1) は 、 こ の 展開を 0 次と 1 次ま で

と っ た も の に 対応す る 。 2 節で 述べ た 定式化は 、 こ

の 方法の 一 般化で あ る 。

Mazur & van Saarloos31) は 波数空間 で の 多重極

展開を 使っ た 定式化を 行っ た 。 Ladd32) は こ の 定式

化を 周期 系に 応用し、 も と も と の ストー クス動力学

法 1) の 結果を 高精度に 拡張した 。

3.2.3 そ の 他

Mo & Sangani18) は 、 Lamb の 一 般解を 周期 境

界条件下で 用い る た め に 、 周期 境界の 解で あ る 橋本

の 解 33) と の 対応関 係を 用い て 独自の 定式化を 行っ

た 。 3.1.3 節で 述べ た 通り 、 近接効果の 補正も 独自

に 行っ て お り 、 ま た 高速多重極法の 応用 19) も い ち

早く 行っ て い る 。

3.3 そ の 他の 手法

3.3.1 境界要素法など

有限要素法は 支配方程式の 微分方程式を 直接差分

化して 計算す る 方法で あ る が 、 境界要素法は も と も

と の 微分方程式を 境界値問題に 適した 境界積分方程

式に 変形し、 12,34) そ の 積分方程式を 差分化して 計

算す る 方法で あ る 。 こ の 方法の 特徴は 、 解く べ き 空

間 の 次元を 3次元か ら 2次元に 落した こ と に あ る 。

こ の こ と か ら 差分方程式を 解く コストは 小さ く なる

こ と が 期 待さ れ る 。 特に 広い 空間 や 無限に 広が っ た

系など 、 有限要素法で は 扱 え ない 問題が 扱 え る 。

境界要素法と 同様に 境界値問題を 直接扱 う が 、 よ

り 直接的なア プ ロ ー チが boundary collocation 法

で あ る 。 そ こ で は 境界条件を 表面上の 有限個の 点で

課す 。 Gluckman et al.35) や Ganatos et al.2) が そ

の 具 体的な実装で あ る 。 そ こ で は Lamb の 一 般解
29,36) を 用い 、 そ の 係数を 境界条件か ら 決定す る 。

Kim & Mifflin37) は こ の 方法で 2体問題を 解い た 。

こ の 手法の 問題は 、 (境界要素法と 同様で あ る が ) 解

が 境界上の 点の 選択に 依 存し、 場合に よ っ て パ ラ

メ ー タを 決定す る 線形方程式が 特異 に なる こ と で あ

る 。 こ の た め 動的な問題に 用い る に は 注意 が 必要で

あ る 。

3.3.2 格 子ボ ル ツマ ン 法

格 子ボ ル ツマ ン 法は 、 格 子上で の 簡 単な規 則か ら

流体の 本質を 近似的に 記 述しよ う と す る 試みか ら

生ま れ た 。 そ の た め 計算効率で は 他の 数値解析に 比

べ て 大変よ い 性能を も つ 。 ま た Navier-Stokes 方

程式と の 関 係が 理論的に 示さ れ て お り 、 原理的に

Reynolds 数に 制限は ない 。 計算コストの スケー リ

ン グも 、 (基 本的に 流体の 体積の 差分化を 行う 有限

要素法と 同様に ) O(N) で あ る 。

ストー クス動力学へ の 応用は Ladd に よ り 行わ れ

て い る 。 38–41)

3.3.3 ストー クス動力学法と の 比較

は じ め に 行っ た 定義 に 従え ば 、 以 上紹介した す べ

て の 手法は す べ て 「 広義 の ストー クス動力学法」 と

言え る が 、 こ こ で は そ れ ら と 狭義 の そ れ と の 関 係を

ま と め て お く 。
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ストー クス動力学法は 、 境界要素法と 同じ く 境界

積分方程式を 基 礎に 持つ 。 つ ま り 流体の 速度場を 直

接扱 わ ない で 境界条件を 扱 う 。 粒子系は 境界の 形状

が 同じ と い う 特徴が あ る 。 ストー クス動力学法は こ

の 特徴を 有効に 使い 、 よ り 粒子に 最適化さ れ た 数値

手法と い え る 。 そ れ は 逆 に 、 変形す る 物体に 対す る

柔軟性を 捨て た 結果で も あ る 。 実際に 同じ (経験的)

精度に 対して 、 境界条件と して 課さ れ る 条件数が 境

界選点法や 境界要素法など に 比べ て 少なく 、 効率的

で あ る 。

4 ま と め

固液 混相系で は 欠く こ と の 出来ない 「 流体力学的

多体相互作用」 は 、 一 般に 複雑で あ る た め に 、 こ れ

ま で 多く の 解析で 現象論に 頼っ て い た 。 ストー クス

動力学法は 、 こ の 相互作用を 厳密に (望ん だ 精度で )

扱 う こ と を 可能に す る 。 こ の 詳細な流体力学的相互

作用は 、 混相流の 連続体モ デル を 導出す る 手が か り

に も なる 。 こ れ ら の 意 味か ら 、 今後粉体工学に 求 め

ら れ る で あ ろ う 精密な理論、 モ デル の 構築など に 対

して 、 こ の 手法は 極め て 重要で あ る 。 実際、 す で に

い く つ か の 研究 が こ の 文脈で 行わ れ て い る 。 42–44)

最後に 、 本稿で 触れ る こ と の で き なか っ た 内容

に 関 す る 文献を ま と め て お く 。 高速多重極法に

つ い て は 国内で 詳しい 本が 出版さ れ て い る 。 45)

Stokes 近似の 理論お よ び 数値的な詳細に 関 す る 成

書は 、 Kim & Karrila46) が 全般に わ た っ て 詳しい 。

Pozrikidis34) は 境界要素法の 詳細が 記 述さ れ て い

る 。 境界選点法に 関 して は レ ビ ュ ー が あ る 。 47) 本

稿で 省略した 実空間 で の 多重極展開と 高速多重極法

の 応用の 詳細、 ま た Stokes 近似で の 粒子相互作用

の 歴史に 関 して は 、 物性研究 48) に 詳しく 書い た 。

こ の 論文は 、 ア メ リ カエネル ギー 省 DOE grant

FG02-99ER14966 の 援 助を 受け て い ま す 。

使用記 号

a :粒子の 半径 (m)

A :(一 般的な線形方程式で の )係数行列

b :(一 般的な線形方程式で の )定数ベ クトル

C, D :セル を 示す 指数

dS(y) :粒子表面 y の 面積要素 (m2)

f(y) :粒子表面 y で の 力密度 (N/m2)

F
α :粒子 α に 働く 力 (N)

F
α
g :粒子 α に 働く 重力 (N)

F
α
c :粒子 α に 働く 接触力 (N)

F
α
f :粒子 α に 働く 流体か ら 受け る 力 (N)

F
α
e :粒子 α に 働く 電磁力 (N)

F
α
b :粒子 α に 働く 熱揺動力 (N)

F :力モ ー メ ン ト

F̂ :既 約なの 力モ ー メ ン ト

i, j, k, l :(下付き 添字と して )座標指数

I :単位 テン ソル

J :Oseen テン ソル (m−1)

J :Oseen テン ソル の 微分係数

lm :セル 構造の 階層数

L2B :抵抗行列に 対す る 2 体問題の 近接効果の 補正

L :抵抗行列に 対す る 近接効果の 補正

mα :粒子 α の 質量 (kg)

M
∞

2B :低次で 打ち 切ら れ た 2 体問題の 易 動行列

M :易 動行列

M̂ :既 約な易 動行列

M∞ :低次で 打ち 切ら れ た 易 動行列

N :粒子数

nC :セル 数

nL :末端セル に 含 ま れ る 粒子数

p :流体の 圧 力 (Pa)

p :(上付き 指数と して )打ち 切り 次数

P, Q :縮約、 復元演 算子

R2B :2 体問題の 抵抗行列の 厳密解

R, R :抵抗行列

Re :レ イ ノ ル ズ数

Sα :粒子 α の 表面

SF :力の シフ ト演 算子

SV :速度の シフ ト演 算子

t :時間 (s)

T
α :粒子 α に 働く トル ク (N · m)

u :特徴的速度 (m/s)

u :流体の 速度 (m/s)

u
∞ :粒子が 無い と き の 流体の 速度 (m/s)

U
α :粒子 α の 並進速度 (m/s)

U :速度モ ー メ ン ト

Û :既 約な速度モ ー メ ン ト

V :速度の 微分係数
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x :(一 般的な線形方程式で の )未知ベ クトル

x
α :粒子 α の 中心座標 (m)

x
C :セル C の 中心座標 (m)

y :粒子表面の 座標 (m)

α, β :粒子を 示す 指数

ρ :流体の 密度 (kg/m3)

µ :流体の 粘性率 (Pa · s)

Ω
α :粒子 α の 回転速度 (1/s)
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